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Dedico esta obra a minha querida mae
Anita Leandro Bezerra
gue com grande esforc¢o, sabedoria e esmerada dedicacéo
foi bem sucedida em educar-me nos caminhos
da honestidade, da responsabilidade e do conhecimento.
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Nada é realmente grande,
sendo o que é eterno em suas propensodes.

Ellen Gould White

Escritora, conferencista, conselheira
e educadora norte-americana.
(1827-1915)
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PREFACIO

Os artigos apresentados nesta obra é resultado
da intensa atividade intelectual desenvolvida pelo
autor como pesquisador nas areas da Fisica e da
Matematica. Neste livro encontram-se reunidos uma
parcela dos artigos matematicos produzidos pelor aut
entre 1978 a 1984, quando ainda era estudanteiaoleg
e universitario.

Os artigos estao sendo publicados da forma
como foram originalmente produzidos, sem qualquer
alteracdo significativa. E claro que eles no pien
ser um texto completo sobre o assunto que aboma, m
procura apenas apresentar a tese central defgrelmla
autor.

Estes artigos abrangem diversos campos da
Matematica. Todos representando idéias, solucbes e
reflexdes originais cogitadas pelo autor, e possu@am
certo grau de inovagdo no mundo da Matemética.

As teses aqui apresentadas foram escritas e
demonstradas numa linguagem algébrica elementar.
Sendo que em alguns poucos casos, onde eram
indispensaveis, os artigos foram ilustrados com
graficos ou figuras geométricas, com o Unico priapos
de facilitar a visualizagdo da tese que 0 autoercheds
no artigo considerado. Destarte, o conhecimento de
Matematica exigido, para a perfeita compreensdo de
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cada uma das teses defendidas neste livro, condspo
ao programa do Ensino Médio.

A obra que o leitor possui em méaos € constituida
por trinta e seis artigos matematicos, cada qual
totalmente independente dos demais. Portanto, os
artigos podem ser individualizados e estudados
isoladamente.

Aqui o leitor encontrara idéias como:
Distribuicdo de Combinacdes; Progressao Fatorial
Especial; Produtos Invariaveis; Calculo Variavel,
Pacotes de Classes Numéricas; Numeros Virtuais;
Propriedades dos Numeros Primos; Teoria dos Grupos;
Legitimacdo; Calculo Modular; Modulacdo; Calculo
Seguimental; Geometria Seguimental.

E esperanca do autor que esta obra possa de
alguma forma ser util a todos aqueles que estudam e
apreciam a Matematica como um amplo e inesgotavel
campo de pesquisas cientificas.

Leandro Bertoldo
leandrobertoldo@ig.com.br
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ARTIGO |

CALCULO MODULAR

1. Introducéo

O célculo modular é uma tese altamente
cientifica e poderosa para a solucdo de varios
problemas de engenharia. Verdade € que a
generalidade desse céalculo permite sua aplicacdo no
mais diversos ramos do conhecimento humano.

O calculo modular que apresento, pode ser
considerado como uma importante inovacdo da
matematica, desde o método matematico das fluxdes
de Newton, que originaria o calculo diferencial e
integral. Essa inovacdo ndo é somente caracterizada
pelo calculo em si; mas, pelo método que foi
composto.

2. Fi de uma grandeza

Uma definicdo matematica implica quefd te
uma grandeza € a razao entre um valor posterior pel
valor anterior da referida grandeza.

De uma maneira geral, representando a grandeza
por G e o seufi por @G, onde@ (fi), corresponde a
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letra mailscula do alfabeto grego; entdo, posso
escrever que:

@G = valor posterior de G/valor anterior de G

Simbolicamente, posso escrever que:

(ﬁ = GB/GA

Deve-se observar que no presente artigo, a letra

grega @ indica modulo oufi de uma grandeza
desconhecida.

3. Empregos do Calculo Modular

O célculo modular de Leandro € largamente
empregado na fisica. Um dos exemplos mais simples é
0 seu emprego nas grandezas adimensionais, como 0
coeficiente de atrito; o coeficiente de restituicéo
certos coeficientes dinamoscopicos e tantos outros.

4. Funcbes

Quando doidis estao relacionados de modo tal
que o valor do primeiro é conhecido quando se
expressa o valor da segunda, digo que o prinfei€o
uma funcéo do segundo.
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5. Grandezas fis e Constantes

Toda grandezafé quando apresenta um ndmero
ilimitado de valores. Ja uma grandeza € uma caestan
guando apresenta um valor fixo.

Os fis sédo indicados pelas ultimas letras do
alfabeto e as constantes pelas primeiras.

6. Fis Independentes e Dependentes

Um fi, a qual se podem atribuir valores
arbitrariamente escolhidos, diz-Geindependente. O
outrofi, cujo valor é determinado quando se da o valor
dofi independente, diz-§edependente ou funcgao.

7. Notacéo das Funcodes
O simbolof(x) € usado para indicar uma funcéo
de x. Para indicar distintas funcbes, basta

simplesmente mudar a primeira letra como Ex),
d(x) etc.

8. Intervalo de um Fi

Com uma certa frequéncia, emprega-se o0
simbolo &, b) sendo a menor do qub, para
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caracterizar todos 0s numeros compreendidos no
intervaloa e b, eles inclusive, a menos que o contrario
seja estabelecido.

9. Fi Continuo

Um fi x fia continuamente em um intervala, (
b) quandox cresce do valoa, para o valob, de tal
modo a tomar todos os valores compreendidos antre
e b na ordem de suas grandezas; ou quandkcresce
dex = b parax = atomando sucessivamente todos o0s
valores intermediarios.

10. Unitésimo

Um fi v, que tende aum”, digo “unitésimo”. E
escreve-se:

Iimv=1ouv-1

Isto significa que os valores sucessivosvde
aproximam deim.

Selim v = |, entédolim v/l = 1, isto é, a razao
entre ofi e o0 seu limite € umnitésimo.
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ARTIGO Il

MODULACAO

1. Introducéo

Vou investigar o modo pelo qual uma funcéao
muda de valor quando o fi independente sofre
modulacéo.

2. Acréscimo Modular

O acréscimo modular de um fi que muda de um
valor numérico para outro € a razao entre estensiegu
valor e o primeiro. Um acréscimo modular deé
indicado pelo simbolgx, que se Iéff de x".

Um acréscimo modular pode ser positivo e o
cresce e negativo se decresce. Paralelamente, posso
afirmar que:

a - gx indica um acréscimo modular gp
b - @y indica um acréscimo modular e

C - ¢f (x) indica um acréscimo modular f(&);

d - etc.



16
ARTIGOS MATEMATICOS
Leandro Bertoldo

Se emy = f(x) o fi independentx toma um
acréscimo modular ¢x, entdo @y indicard o
correspondente acréscimo modulaffiddependents.

O acréscimo modulagy €, pois, a razdo entre o
valor que a funcéo toma em @x e o valor da funcdo
emx.

3. Comparacéao de Acréscimo Modulares

Primeiramente considere a seguinte funcéo:
y=X

Tomarel um valor inicial para e darei a este
valor um acréscimo modulagx. Evidentementey
recebera um acréscimo modular correspondeynte
tem-se:

y . @y = (X.qx)?
ou

Y.y =X . @

Dividindo a referida igualdade poy = X,
resulta que:

y . @yly = X . @¥Ix?
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Eliminando os termos em evidéncia;:
—_ 2
@y =X

Dessa forma, obtém-se o acréscimo modgar

em termos dex.
Para achar a diferenca entre o0s acréscimos
modulares, subtraem-se ambos 0s membros da ultima

igualdade pogx; tem-se:
@ - X = @ - (X
4. Taxa de Acréscimos Modulares

Considere uma funcéo continua e 0s numeros
reaisx, eX. A relacéo:

[F(x)/f(X 0)] = (X/x0)

A referida diferenca € chamada por “taxa de
acrescimo modular” dé em x, €, esta bem definida
para todox pertencendo a o intervalo qualquer do
corpo dos numeros reais, diferentexdeporém nao
parax = Xo.

5. Modulada de uma Funcéo de um Fi

A definichio de modulada, fundamental no
calculo modular é a seguintdodulada de uma
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funcdo é o limite da diferenca do acréscimo modular
da funcdo para o acréscimo do fi independente,
guando este ultimo tende a um

Quando existe o limite mencionado, digo que a
funcdo é modulavel.

Modulacao de uma funcao:

y = f(x)
€, pois, o0 seguinte:

Suponho qu& tenha um valor fixo, da-se»
um acréscimo modulagx; entdo a funcag recebe um
acrescimo modulapy, e se tem:

y. @y =f(x. )
Ou seja, tendy = f(x) presente, vem que:
@ - f(x) = f(x . x)
@y = f(x . )/f(x)

Subtraindo ambos os membros pelo acréscimo
modular ddi, @x, tem-se que:

@ - @x = [f(x . @) —@]/f(x)
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Que é a diferenca entre os acréscimos modulares
@y e k. O limite desta diferenca quange - 1, &,
por definicdo, a modulacdo dé&), que indico pelo
simbolom, — m,. Portanto, pode-se escrever que:

my — my = limg_ 1) [f(X . @) - @]/F(X)
Vem a definir a modulacdo ddé(x) em

diferenciacao a.
Da penultima relacédo, obtém-se que:

my —me = liMge1) @ - §X
Semelhantemente, se& uma funcao de entéo:

my — m = limg_1 @ - @ = modulada de u em
relacdo at

O processo para se achar a modulacdo de uma
funcédo € denominado por modulacéo.

6. Simbolos para as Moduladas

Comogy e @ sdo numeros, a diferenca é
caracterizada por:

@ - X
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O simbolo:

my-mx

Contudo, nado representa uma diferenca; ela é o
valor do limite degy - @x, quandogx tende a um Em
uma série de casos o simbolo se comporta como se
fosse uma diferenca.

Como a modulacdo de uma funcédo xleé
também uma funcdo de o simbolof'(x) € também
usado para indiciar a modulacaof@g. Logo, se:

y = f(X)
Posso escrever que:
my — my = f(x)

Que se dizmodulacado de y em diferenca a x
igual a f apdstrofo de.>O simbolo:

m — mx—
E considerado como um todo, chama-se
operador de Leandro e indica que uma funcéo escrita

sua direita deve ser modulada em diferengafessim,

a) my —m.oum — mx - Yy, indica a modulagéo de
em diferenca &;



